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TeNeS の特徴
• 二次元量子格子模型の計算を行うソフトウェア 

• 正方格子上のテンソルネットワーク (TN) で波動関数と密度行列を表現 

• 周期構造を仮定することで無限系を計算する (iTPS/iTPO) 

• 無限系の縮約にはCTMRG または平均場環境を利用する 

• 基底状態計算 

• 波動関数に虚時間発展演算子をかけていくことで基底状態を得る 

• 最後に物理量測定 

• 実時間発展 

• 波動関数に実時間発展演算子をかけながら物理量を測定 

• 有限温度計算 

• 密度行列に虚時間発展演算子をかけていくことで有限温度密度行列を得る 

• 時間発展演算子をかける操作には simple update (SU) と full update (FU) を
利用 3



TeNeS の特徴
• ハミルトニアン 

• 正方格子上の任意の短距離2サイト相互作用を計算可能 

• 現状はx, y 方向にそれぞれ3サイト先まで 

• 正方格子の4x4 に収まる範囲内 

• 相互作用の形を工夫することで正方格子以外も計算可能 

• 例：正方格子の斜め方向に入れて三角格子 

• フェルミオン系は対象外（スピン系・ボソン系のみ） 

• 物理量測定 

• 正方格子4x4 に収まる範囲内の演算子 

• x, y 軸方向に平行な向きの2点相関関数 

• 相関長 

• テンソル演算には mptensor (https://github.com/smorita/mptensor)を利用 

• MPI 実行するだけで ScaLAPACK を利用した分散メモリ並列がなされる
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TeNeS の特徴
• TeNeS のITE は簡単のために正方格子最近接ボンドのみ扱う 

• 長距離ITE テンソルは正方格子最近接 ITE テンソルの積に変換しておく
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TeNeS の特徴
• よく使われそうな模型・格子は定義済み 

• 模型や格子のパラメータを与えるだけで良い 

• 模型 

• 量子スピン模型（スピンの大きさ Sは任意） 

• Bose-Hubbard 模型（サイトの粒子数カットオフ付き）
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TeNeS の特徴
• よく使われそうな模型・格子は定義済み 

• 模型や格子のパラメータを与えるだけで良い 

• 格子 

• 格子回転異方性や最近接・2次近接・3次近接相互作用を導入可能 

• 正方格子 

• 三角格子 

• 蜂の巣格子 

• カゴメ格子
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TeNeS の目標
• 量子格子模型におけるテンソルネットワーク法研究への参入障壁を下げる 

• TN 法のアルゴリズム・プログラム開発 

• テンソル演算のライブラリはそれぞれの言語で多数存在 

• アルゴリズムも（ダイアグラム表記のおかげで）割とわかりやすい 

• 実際に1から組み上げるのは結構難しい（つらい） 
• テンソルの添字の順番など、システマティックに構築しないとすぐに混乱する 

• 複数のテンソルを縮約する場合、順番によって計算量オーダーが変わる 

• 計算結果をどう評価するか？ 

• ボンド次元など、ハイパーパラメータが結構多い 

• TeNeS をベンチマークとして用いる！ 

• 計算結果の比較 

• ソースコードを読む・TeNeS をベースに新アルゴリズムを入れる 

• GNU GPL v3 であることに留意
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TeNeS の目標
• 量子格子模型におけるテンソルネットワーク法研究への参入障壁を下げる 

• 別の分野の研究者 

• 実験家 

• 実験データのフィッティングなど 

• TN 以外の手法開発者 

• TN 法との比較のために使う 

• 使いやすさや汎用性を重視 

• 特定の模型や格子に強く依存した最適化はしない 

• 常に正方格子iTPS として扱う 

• 「とりあえずTN 計算を試してみる」ができるようにする
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計算例：正方格子S=1/2反強磁性ハイゼンベルグ模型のエネルギー

• 正方格子S=1/2反強磁性ハイゼ
ンベルグ模型の基底エネルギー 

• 横軸はボンド次元の逆数 

• 縦軸はQMC による見積もりか
らの相対誤差 

• A.W. Sandvik, AIP Conf. 
Proc. 1297, 135 (2010) 

• ユニットセルの大きさは2×2 

• χ=D2 

• 24CPU の計算機で数時間程度
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A. Heisenberg model

As a first example we consider the two-dimensional S =
1/2 Heisenberg model on a square lattice with Hamiltonian

Ĥ = J
∑

〈i,j〉
Si · Sj , (5)

where the sum goes over nearest-neighbor sites and Si is a
spin-1/2 operator on site i. Reference values are taken from
Ref. [48] and are based on state-of-the-art quantum Monte
Carlo calculations. We use an iPEPS ansatz with two different
tensors (one for each sublattice) to represent the ground state
with antiferromagnetic order.

Figure 5(a) shows a comparison of the relative error of
the energy as a function of the bond dimension D, obtained
with the three optimization methods. One can clearly see that
there is a substantial improvement when going from the simple
update to the full update calculations, as previously found.
But interestingly, the results obtained with the variational
optimization are even better, by roughly a factor 2! Also
the order parameter, the staggered magnetization m shown
in Fig. 5(b), is considerably improved.

It is important to point out that the difference between the
full and the variational update is not due to the Trotter error
in the imaginary-time evolution. In Fig. 5(c) the dependence
of the result for D = 4 as a function of the Trotter step τ
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FIG. 5. (a) Relative error of the energy per site of the 2D S = 1/2
Heisenberg model as a function of the bond dimension D obtained
with three different optimization methods for iPEPS. (b) The order
parameter (staggered magnetization) as a function of D, compared to
the extrapolated QMC result in the thermodynamic limit (horizontal
line). (c) Full update result as a function of the Trotter imaginary time
step τ (D = 4) compared to the variational result. (d) Evolution of the
energy as a function of simulation runtime on a MacBook Pro laptop
for D = 4 and χ = 50. The results from the variational optimization
are shown at each sweep (squares), whereas the energy obtained with
the full update is computed after every 30 time steps with τ = 0.02.

shows that even in the limit τ → 0 the full update does not
yield the same accuracy as the variational approach. We believe
that this has mainly to do with the fact that at every step a
two-site operator Ûb (see Sec II C) is applied only to a single
bond in the middle of the system, which is then truncated in
an optimal way, resulting in updated tensors A′, B ′. These
tensors provide a locally optimal solution for that single bond;
however, it is not guaranteed that they also provide a globally
optimal solution when replacing the tensors everywhere in
the ansatz. A globally optimal solution could be found by
applying Ûb to all bonds in the ansatz and then truncating
all bonds simultaneously. However, such a scheme would
be computationally much more expensive because it would
require us to contract the time-evolved iPEPS with an enlarged
bond dimension, and thus, it would not be very useful in
practice.

The variational optimization is not only more accurate but
typically also converges faster to the lowest-energy state. This
is illustrated in Fig. 5(d), where we compare the performance
of the full update with the variational update on a MacBook
Pro laptop for D = 4, χ = 50. Starting from the simple update
result already after one step with the variational scheme (taking
1 min), one has a better result than with the full update in the
long-run-time limit.

As a side remark on the performance we note that it is
best to start with an initial state which is already close to
the ground state, particularly for the large-D simulations. For
example, we can take the solution from the simple update
(which is computationally very cheap) as an initial state for the
full- or variational-update scheme [49] or use the full-update
solution (e.g., obtained with a large τ ) as a starting point for a
variational optimization. One can also use a converged solution
with bond dimension D − 1 as an initial state for a simulation
with bond dimension D. In this case one can first perform a
few full update steps (to increase the bond dimension from
D − 1 to D) and then continue with the variational update.
Alternatively, the bond dimension can also be dynamically
increased by using a two-site update (see the Appendix).

Finally, it is interesting to compare our best result with
2D DMRG on cylinders from Ref. [4]. Our lowest varia-
tional energy per site for D = 6 (χ = 250) is −0.669408J ,
which is very close to the exact Monte Carlo result,
−0.6694421(4)J [48], with a relative error of only 5 × 10−5.
This precision is comparable to a 2D DMRG calculation on
a width-10 cylinder with m = 3000 states. However, due to
the exponential scaling of the required bond dimension with
the cylinder width in DMRG, already a width-12 cylinder
with the same number of states is an order of magnitude
worse than the iPEPS result. Furthermore, the iPEPS accuracy
is obtained for the infinite system (infinite cylinder width),
and we would actually expect an even higher accuracy with
iPEPS on a finite cylinder. It is also remarkable to compare
the number of variational parameters: A D = 6 iPEPS has
roughly 2.6 × 103 variational parameters per tensor (with two
different tensors in the entire ansatz), whereas an m = 3000
state has of the order of 1.8 × 107 parameters, i.e., a difference
of four orders of magnitude per tensor [50]. This illustrates
that (i)PEPS offers a much more efficient representation of
a 2D wave function than MPS, even for modest cylinder
widths.

035133-6

P. Corboz, PRB 94, 
035133 (2016)



[24] for the hard-core boson model on the triangular lat-
tice and show the phase diagram in Figs. 1 and 2 for the
canonical and grand-canonical ensemble, respectively. The
main results are that for fillings !< 1=3 and !> 2=3 a
supersolid is unstable towards phase separation by exactly
the same domain-wall proliferation mechanism through
which the square lattice supersolid is unstable at all fillings
! ! 1=2. In contrast, for intermediate densities 1=3< !<
2=3 we find that the degeneracy of the frustrated classical
model is indeed lifted and a stable supersolid phase
emerges. The phase diagram in Fig. 2 is similar to the
mean-field phase diagram [22], albeit with a substantially
reduced supersolid region. The supersolid is stable even at
half filling, contradicting the Green’s function Monte Carlo
results of Ref. [25], which are however intrinsically af-
fected by a population size bias.

We will now discuss the phase diagrams in more detail,
starting with simple limits. Considering the single boson
(hole) problem, one can show that the lattice is empty for
"<"0 ! "6t and completely filled for ">"1 ! 6#t$
V%. For large values of t=V, the bosons are superfluid, with
a finite value of the superfluid density !S, which we

measure through the winding number fluctuations W of
the world lines [26] as !S ! hW2i=#4#t%. Two solid phases
emerge upon lowering t=V with rational fillings 1=3 and
2=3, respectively. Both are characterized by a finite value
of the density structure factor per site, S#q%=N ! h!q!

y
qi,

where !q ! #1=N%!ini exp#iq & ri% at wave vectors'Q !
'#4$=3; 0%, corresponding to the

!!!
3
p
(

!!!
3
p

ordering wave
vector. The maximum extent of the solid phases is reduced
by quantum fluctuations from the mean-field value of
#t=V%c ! 0:5 down to #t=V%c ! 0:195' 0:025.

Since the phase diagram is symmetric when interchang-
ing particles with holes #!! 1" !% we restrict our dis-
cussion from now on to ! ) 1=2 and plot the density ! as a
function of chemical potential " for cuts at constant t=V in
Fig. 3. For t=V ! 0:1 we clearly observe a plateaux corre-
sponding to the ! ! 2=3 phase with broken translational
symmetry. The approach to this plateaux from !< 2=3 is
continuous, indicating a second-order phase transition,
while for !> 2=3 we see a jump caused by a first-order
phase transition. Measuring the density structure factor
S#q% and the superfluid density in Fig. 4 we identify this
as a first-order phase transition between the solid and
superfluid phases.

The situation here is the same as in the square lattice
model, where doping the solid leads to phase separation at
a first-order phase transition [16]: the uniform supersolid is
unstable towards domain-wall formation as illustrated in
Fig. 5. Adding L=3 bosons onto the solid at density ! !
2=3 [Fig. 5(a)] corresponds to an infinitesimal density in
the thermodynamic limit. These bosons can gain a kinetic
energy of "6t2=V per boson by second-order hopping
processes. Placing these additional bosons along a line,
as shown in Fig. 5(b), costs no additional potential energy,
and we can even shift half of the lattice by one lattice
spacing, introducing a domain wall as shown in Fig. 5(c),
again at no potential energy cost. But now, the additional
bosons gain kinetic energy of "t per boson by hopping
freely across the domain wall, which lowers the energy of
the domain-wall state compared to the bulk supersolid, and
hence the supersolid phase is unstable.
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FIG. 2 (color online). Zero-temperature phase diagram of
hard-core bosons on the triangular lattice in the grand-canonical
ensemble obtained from quantum Monte Carlo simulations.
Second-order phase transitions are denoted by solid lines,
whereas first-order transitions are denoted by dashed lines.
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ensemble obtained from quantum Monte Carlo simulations.
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計算例：三角格子ハードコアボースハバード模型
• 1/3 相と 2/3 相の間に超固体相がある 

• 超流動性と固体性が同時に存在 

• t=0.1, V=1.0 

• D=3 および D=4 

• χ=D2 

• ユニットセルは 3×3 

• SU 2000 step, FU なし 

• 構造因子S(Q)（左軸） と超流動オー
ダー|b|（右軸） 

• Q は√3×√3 オーダーの波数 

• 先行研究(QMC) と矛盾しない結果
11 Wessel and Troyer, PRL 95, 127205 (2005)
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前回講習会のバージョンからの差分
• 前回の講習会（2022-11-20）は TeNeS v1.3.1 だった 

• そこからの主な更新 

• 実時間発展 

• 有限温度計算
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TeNeS のつかいかた・準備編 

インストール



TeNeS の使い方 -- 前準備
• インストール済み環境を使う 

• MateriApps LIVE! 

• 物性研スパコン 

• パッケージインストール 

• Debian のパッケージが利用可能 

• 詳しくはMALIVE! のサイトへ 

• ソースからインストール 

• 次項・次次項
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TeNeS の使い方 -- 前準備
• TeNeS に必要なもの 

• C++11 に対応したコンパイラが必要 

• よほど古い計算機でなければ問題ないはず 

• BLAS/LAPACK が必要 

• 分散並列をしたい場合は MPI, ScaLAPACK も必要 

• CMake3.6 が必要 

• 内部で依存ライブラリをダウンロードするために Git も必要 

• 入力ファイル生成ツール (tenes_simple, tenes_std) に必要なもの 

• Python3 

• モジュールとして numpy, scipy, toml が必要

15



TeNeS の使い方 -- インストール
• TeNeS のダウンロード 

• https://github.com/issp-center-dev/TeNeS 

• リリースページから適当なバージョンのtar をダウンロード・展開 

• もしくは git clone 

• TeNeS のインストール 

• $HOME/opt/tenes/bin に tenes, tenes_std, tenes_simple 

• $HOME/opt/tenes/share 以下にサンプルファイル
16

$ cd TeNeS 
$ mkdir build && cd build 
$ cmake -DCMAKE_CXX_COMPILER=`which icpc` \⏎ 
        -DCMAKE_INSTALL_PREFIX=$HOME/opt/tenes \⏎ 
        ../ 
$ make install

コンパイラの指定

インストール先の指定

作業ディレクトリを作成・移動

https://github.com/issp-center-dev/TeNeS


TeNeS のつかいかた・基本編 

シンプルモード (tenes_simple / simple.toml)を用いた 
定義済み模型・格子の基底状態計算



TeNeS の使い方 -- 実行フロー

• tenes_simple (simple.toml ! std.toml)
• 定義済み模型・格子のパラメータからハミルトニアンやユニットセル情報を生
成するツール 

• tenes_std (std.toml ! input.toml)
• ハミルトニアンやユニットセル情報からITE テンソルを生成するツール 

• 長距離ITE テンソルの分解も行われる 

• tenes (input.toml ! output)
• 実際の計算を行うメインプログラム

18

tenes_simple

simple.toml

tenes_std

std.toml

tenes

input.toml parameters.dat
density.dat
onesite_obs.dat
twosite_obs.dat
correlation.dat
time.dat



TeNeS の使い方 -- シンプルモード

[parameter] 
[parameter.simple_update] 
tau = 0.01       # SU の虚時間刻み 
num_step = 1000  # SU のステップ数 

[parameter.full_update] 
tau = 0.01       # FU の虚時間刻み 
num_step = 0     # FU のステップ数 

[parameter.ctm] 
meanfield_ctm = false # 縮約のしかた 
dimension = 16   # ボンド次元 χ 

[lattice] 
type = "square lattice" # 正方格子 
L = 2          # ユニットセルの長さ 
W = 2          # ユニットセルの幅 
initial = "antiferro" # 初期状態 
virtual_dim = 4  # ボンド次元 D 

[model] 
type = "spin"    # スピン模型 
J = 1.0          # 交換相互作用

正方格子 
ユニットセルは2x2 
ボンド次元は4

スピン系 
S=1/2 （デフォルト） 
反強磁性ハイゼンベルグ

角転送行列のボンド次元は16

FU は行わない (0 ステップ)

SU はτ=0.01 を1000ステップ

• 定義済みの模型・格子を計算する 

• テキストベースの単純な入力ファイル1つを用意すれば良い

例：正方格子S=1/2 反強磁性ハイゼンベルグ模型

角転送行列を使って縮約
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$ tenes_simple simple.toml  # convert to std.toml 
$ tenes_std std.toml        # convert to input.toml 
$ tenes input.toml          # perform calculation 
   ... 進捗報告 （省略） ... 

Onesite observables per site: 
  Sz          = 5.70170299863e-12 8.24461048345e-19 
  Sx          = -1.93698629873e-08 -8.53148278222e-18 
  Sy          = 3.12611410373e-08 -4.29087879573e-18 
Twosite observables per site: 
  hamiltonian = -0.667463006716 2.74670113479e-17 
  SzSz        = -0.345269357812 -1.31655470664e-17 
  SxSx        = -0.161096823276 -4.72116684558e-18 
  SySy        = -0.161096825628 9.13209512715e-18 
    Save elapsed times to output/time.dat 
Wall times [sec.]: 
  all           = 28.396518775 
  simple update = 7.993189097 
  full update   = 0 
  environmnent  = 18.26470468 
  observable    = 2.068691087 

Done.

例:S=1/2 正方格子反強磁性ハイゼンベルグ模型

output ディレクトリには 
サイトごとの物理量など、 
もう少し詳細な出力ファイルが生成される



TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• 定義済みの模型・格子を計算する 

• 模型 

• スピン模型 model.type = "spin" 

• J, Jx, Jy, Jz, hz, hx, ...
• Bose-Hubbard 模型 model.type = "boson" 

• t, U, V, mu, ...
• 格子 

• 正方格子 lattice.type = "square" 

• 三角格子 lattice.type = "triangular" 

• 蜂の巣格子 lattice.type = "honeycomb" 

• カゴメ格子 lattice.type = "kagome" 

• その他各種パラメータについてはマニュアルを参照 

• https://issp-center-dev.github.io/TeNeS/manual/master/ja/html/index.html

https://issp-center-dev.github.io/TeNeS/manual/master/ja/html/index.html


TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• 計算結果は output ディレクトリに出力される 

• parameter.general.output で変更可能 

• onesite_obs.dat
• 一体演算子の期待値（サイトごと） 

• twosite_obs.dat
• 二体演算子の期待値（ボンドごと） 

• density.dat
• 上記期待値のサイト平均 

• correlation.dat
• 相関関数 

• correlation_length.dat
• 相関長



TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• onesite_obs.dat

• 一体演算子の期待値（サイト毎） 

• 1列目：演算子番号 

• std.toml 中の observable.onesite セクションのgroup 番号 

• group=-1 は波動関数のノルム  

• 2列目：サイト番号 

• 3(4)列目: 期待値の実部（虚部） 

• スピン系 

•  (group=0), (group=1), (group=2, テンソルが複素の時) 

• ボース系 

•  (group=0), (group=1),  (group=2)

⟨Ψ |Ψ⟩

⟨Sz
i ⟩ ⟨Sx

i ⟩ ⟨Sy
i ⟩

⟨ni⟩ ⟨b†
i ⟩ ⟨bi⟩

0 0 8.05351406015284822e-09 0.00000000000000000e+00 
0 1 8.05351251325784800e-09 0.00000000000000000e+00 
0 2 8.05351273424285110e-09 0.00000000000000000e+00 
0 3 8.05351179505659039e-09 0.00000000000000000e+00 
1 0 4.92509565166792285e-01 0.00000000000000000e+00 
1 1 4.92509565166792229e-01 0.00000000000000000e+00 
   ... continue ...



TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• twosite_obs.dat

• 二体演算子の期待値（ボンド＝サイト対(source, target)） 

• 1列目：演算子番号 

• std.toml 中の observable.twosite セクションのgroup 番号 

• group=-1 は波動関数のノルム  

• 2列目：source サイト番号 

• 3(4)列目: source サイトから見た target サイトの x(y) 座標 

• TeNeS ではサイトは正方格子として並んでいることに注意 

• 5(6)列目：期待値の実部（虚部） 

• スピン系 

• ハミルトニアン (group=0), (group=1), (group=2), (group=3) 

• ボース系 

• ハミルトニアン (group=0),  (group=1), (group = 2),  (group=3)

⟨Ψ |Ψ⟩

⟨Sz
i Sz

j ⟩ ⟨Sx
i Sx

j ⟩ ⟨Sy
i Sy

j ⟩

⟨NiNj⟩ ⟨b†
i bj⟩ ⟨bib†

j ⟩
0 0 0 1 -7.60844868443655509e-01 0.00000000000000000e+00 
0 0 1 0 -7.60253988759186927e-01 0.00000000000000000e+00 
   ... continue ...



TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• density.dat
• onesite_obs, twosite_obs にある各種演算子のサイト平均 

• tenes を実行したときの標準出力にも出てくる

Sz          =  8.05351277567753402e-09  0.00000000000000000e+00 
Sx          =  4.92509565166792285e-01  0.00000000000000000e+00 
hamiltonian = -1.52140952584773581e+00  0.00000000000000000e+00 
SzSz        =  4.38808303473585889e-02  0.00000000000000000e+00 
SxSx        =  4.88706591604535612e-01  0.00000000000000000e+00 
SySy        = -4.07090179083210504e-02  0.00000000000000000e+00



TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• correlation.dat

• 2つの1サイト演算子A,B の相関関数  

• r は正方格子上の x, y 方向に沿った方向のみ計算可能 

• 入力で correlation セクションが定義されていない場合は計算しない 

• 1列目：Aの演算子番号 

• 2列目：Aのサイト番号(r0) 

• 3列目：Bの演算子番号 

• 4(5)列目：rのx(y)座標 

• 6(7)列目：期待値の実部（虚部）

C(r) = ⟨A(r0)B(r + r0)⟩

0 0 0 1 0 2.14896410089983579e-02 0.00000000000000000e+00 
0 0 0 2 0 2.93084989587023143e-03 0.00000000000000000e+00 
0 0 0 3 0 4.05560655447166879e-04 0.00000000000000000e+00 
   ... continue ...



TeNeS の使い方 -- シンプルモード
• correlation_length.dat
• （バルクテンソルの）相関長 

• 転送行列の固有値から計算される 

• 1列目：方向 (0: +x, 1: +y) 

• 2列目：y座標 or x座標 

• 3列目：相関長  

• 4- 列目：固有値 の比 

ξ = 1/e1

ti ei = − log | ti /t0 | (t0 ≥ t1 ≥ …)

0 0 5.47352233294713275e-01 1.82697710755765863e+00 1.88536376356653368e+00 
0 1 5.47350455079123721e-01 1.82698304298558090e+00 1.88539026557094735e+00 
1 0 5.49500905928057670e-01 1.81983321448959168e+00 1.87779077592520527e+00 
1 1 5.49502704153696175e-01 1.81982725915812682e+00 1.87776424815483045e+00



tenes （本体プログラム）の内部フロー
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入力パラメータ読み込み

テンソルの初期化

Simple update

Full update

テンソルの保存

ランダム or 直積状態 or 保存したテンソル

（スキップ可能）

CTMRG & 期待値計算

[parameter] 
[parameter.simple_update] 
num_step = 0 

[parameter.full_update] 
num_step = 0 

[parameter.general] 
tensor_save = "" 

meaure = false

（スキップ可能）

（スキップ可能）

（スキップ可能）



TeNeS のつかいかた・基本編2 

シンプルモード (tenes_simple / simple.toml)を用いた 
定義済み模型・格子の実時間発展計算



実時間発展計算 [parameter] 
[parameter.general] 
output = "output_te_strong" 
tensor_load = "save_tensor" 
mode = "time" 

[parameter.simple_update] 
num_step = 500 
tau = 0.01 

[parameter.full_update] 
num_step = 0 
tau = 0.0 

[parameter.ctm] 
meanfield_env = true 
iteration_max = 10 
dimension = 10 

[lattice] 
type = "square lattice" 
L = 2 
W = 2 
virtual_dim = 3 
initial = "ferro" 

[model] 
type = "spin" 
Jz = -1.0 
Jx = 0.0 
Jy = 0.0 
hx = 2.0

• 基底状態計算とほとんど同じやりかたで実行可能 

• [parameter.general] セクションの mode パラメータ
を 
"time evolution" にすればよい 

• このパラメータのデフォルト値は "ground state" 
(基底状態計算) 

• "time" や "ground" と略記しても動きます 

• 時間発展の初期状態テンソルは tensor_load で読み込
む 

• 基底状態計算で tensor_save しておくのがよい 

• measure_interval で測定頻度を指定 

• デフォルトは10 

• num_step や tau を複数設定できる 

• 時間発展の刻み幅を変えられる



実時間発展計算

$ cat output/TE_density.dat 

# The meaning of each column is the following:  
# $1: time 
# $2: observable ID 
# $3: real 
# $4: imag 
# The meaning of observable IDs are the following:  
# 0: Energy 
# 1: Sz               
# 2: Sx               
# 3: Sy               
# 4: bond_hamiltonian 
# 5: SzSz             
# 6: SxSx             
# 7: SySy             

0.00000000000000000e+00 0 -5.00184764052080899e-01  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 1  4.99999945646528332e-01  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 2  9.24306486797199051e-05  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 3  2.34088935337349211e-06  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 4 -5.00184764052080899e-01  2.41395814756988129e-21 
0.00000000000000000e+00 5  4.99999902788251294e-01  4.41619868251177862e-22 
0.00000000000000000e+00 6  1.12653588020165790e-05 -3.01701491566587424e-21 
0.00000000000000000e+00 7 -1.12840199341673157e-05  1.85234464689392942e-21 
9.99999999999999917e-02 0 -5.00184725597262125e-01  0.00000000000000000e+00 

• 基底状態の出力と比較すると、時刻が付与される（1列目） 
• density.dat も時刻ごとに出力される



実時間発展計算
• 計算例（sample/02_time_evolution） 

• 横磁場イジング模型の実時間発展 

• 初期状態はMz=1/2 の強磁性状態 

• 横磁場によって縦磁化の大きさが時間
とともに振動する 

• 横磁場の強さが量子相転移点 (hx ~ 
1.5)を越えると縦磁化が0を超えて負
になる 

• 実時間発展はエンタングルメントが成
長してTNの表現能力が不足しがち 

• D=3, hx=2.0, t=4.25 の飛び 

• ボンド次元を変えてみましょう
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TeNeS のつかいかた・基本編3 

シンプルモード (tenes_simple / simple.toml)を用いた 
定義済み模型・格子の有限温度計算



有限温度計算 [parameter] 
[parameter.general] 
mode = "finite" 
is_real = false 
output = "output_ft_strong" 
measure_interval = [10, 10, 5] 

[parameter.simple_update] 
num_step = [50, 200, 10] 
tau = [0.01, 0.005, 0.05] 

[parameter.full_update] 
num_step = 0 
tau = 0.0 

[parameter.ctm] 
iteration_max = 10 
dimension = 10 

[lattice] 
type = "square lattice" 
L = 2 
W = 2 
virtual_dim = 3 

[model] 
type = "spin" 
Jz = -1.0 
Jx = 0.0 
Jy = 0.0 
hx = 2.0

• 基底状態計算とほとんど同じやりかたで実行可能 

• [parameter.general] セクションの mode パラ
メータを 
"finite temperature" にすればよい 

• このパラメータのデフォルト値は "ground 
state" (基底状態計算) 

• "finite" や "ground" と略記しても動きます 

• 計算される逆温度の刻み幅は2τになるので注意 

• τの虚時間発展がブラとケット両方にかかる 

• measure_interval で測定頻度を指定 

• デフォルトは10 

• num_step や tau を複数設定できる 

• 逆温度の刻み幅を変えられる



有限温度計算
$ cat output/FT_density.dat 

# The meaning of each column is the following:  
# $1: inverse temperature 
# $2: observable ID 
# $3: real 
# $4: imag 
# The meaning of observable IDs are the following:  
# 0: Energy 
# 1: Sz               
# 2: Sx               
# 3: Sy               
# 4: bond_hamiltonian 
# 5: SzSz             
# 6: SxSx             
# 7: SySy             

0.00000000000000000e+00 0  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 1  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 2  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 3  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 4  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 5  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 6  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
0.00000000000000000e+00 7  0.00000000000000000e+00  0.00000000000000000e+00 
1.99999999999999983e-01 0 -2.21204228879798681e-01  0.00000000000000000e+00

• 基底状態の出力と比較すると、逆温度が付与される（1列目） 
• density.dat も温度ごとに出力される



有限温度計算
• 計算例（sample/03_finite_temperature） 

• 横磁場イジング模型
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• QMC計算と矛盾し
ない結果に 

• QMCの有限サイ
ズ効果やTNの有
限ボンド次元効
果、CTMRGの
収束の効果など
はある 

• S=1/2 なので古典
スピンとは転移点
が4倍ずれる



TeNeS のつかいかた・発展編 

スタンダードモード (tenes_std/std.toml)を用いた 
格子・模型・演算子の定義



TeNeS の使い方 -- 実行フロー

• tenes_simple (simple.toml ! std.toml)
• 定義済み模型・格子のパラメータからハミルトニアンやユニットセル情報を生
成するツール 

• tenes_std (std.toml ! input.toml)
• ハミルトニアンやユニットセル情報からITE テンソルを生成するツール 

• 長距離ITE テンソルの分解も行われる 

• tenes (input.toml ! output)
• 実際の計算を行うメインプログラム

38

tenes_simple

simple.toml

tenes_std

std.toml

tenes

input.toml parameters.dat
density.dat
onesite_obs.dat
twosite_obs.dat
correlation.dat
time.dat
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[tensor] 
type = "square lattice"  # 無視される（simple.toml の名残） 
L_sub = [2, 2]           # 2x2 unitcell 
skew = 0                 # y 方向の境界を超えたときの x 方向のずれ

standard mode: ユニットセル

0 1

2 3

0 1

2 3

x

y

skew=1 0 1

2 3
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[[tensor.unitcell]] 
virtual_dim = [4, 4, 4, 4]  # ボンド次元 （← ↑ → ↓ の順） 
index = [0, 3]              # ユニットセル中のどのテンソルかを示す番号 
physical_dim = 2            # 物理ボンドの次元 
initial_state = [1.0, 0.0]  # 初期状態の係数 
noise = 0.01                # 初期テンソルのゆらぎ 

[[tensor.unitcell]] 
virtual_dim = [4, 4, 4, 4] 
index = [1, 2] 
physical_dim = 2 
initial_state = [0.0, 1.0] 
noise = 0.01 

standard mode: ユニットセル

ψ_i は、initial_state 配列の要素を前から a_0, a_1, ..., a_{d-1} とすると、

| ii /
d�1X

k

ak |ki

<latexit sha1_base64="GKhnMMPIBqp7gVrMLF3RDGtjXdg="></latexit>

| i = ⌦i | ii

<latexit sha1_base64="5XypVRela86U480QEIEC76BaxIw="></latexit>

全体の初期状態 ψ はサイトごとの初期状態 ψ_i の直積状態
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standard mode: ハミルトニアン
TeNeS はハミルトニアンをサイトハミルトニアン（1サイトハミルトニアン）と
ボンドハミルトニアン（2サイトハミルトニアン）の和として考える

これら局所ハミルトニアンは、その行列要素と作用するサイト・ボンドで規定する

行列要素を定義すれば模型を定義できる
ボンドを定義すれば格子を定義できる

<latexit sha1_base64="JNTxq39JzYtYknnr5EsQS6AFVOk="></latexit>

H =
X

ij

Hij +
X

i

Hi

ボンドは source サイトと target サイトの組であると考える

source target

<latexit sha1_base64="YI9Rr19hdG9gYaloxV8VP+EyeSk="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="IxxeZ0HwztxbPe6ByM318SWxyWs="></latexit>

j
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[[hamiltonian]] 
dim = [2, 2]    # 作用するボンド [source, target] の取りうる状態数の対 
bonds = """     # 作用するボンドの集合（1行1ボンド） 
0 1 0           # 1列目: ユニットセル内の source の番号 
1 1 0           # 2列目: source からみた target の x 座標（変位） 
2 1 0           # 3列目: source からみた target の y 座標（変位） 
3 1 0 
0 0 1 
1 0 1 
2 0 1 
3 0 1 
""" 

elements = """      # ハミルトニアンの（非ゼロな）行列要素 (1行1要素) 
0 0 0 0 0.25 0.0    # 1列目: 作用前の source の状態 
1 0 1 0 -0.25 0.0   # 2列目: 作用前の target の状態 
0 1 1 0 0.5 0.0     # 3列目: 作用後の source の状態 
1 0 0 1 0.5 0.0     # 4列目: 作用後の target の状態 
0 1 0 1 -0.25 0.0   # 5列目: 要素の実部 
1 1 1 1 0.25 0.0    # 6列目: 要素の虚部 
"""

standard mode: ボンドハミルトニアン
std.toml でのボンドハミルトニアンの定義

▶次のページ

▶次の次のページ

⃗Si ⋅ ⃗Sj
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[[hamiltonian]] 
dim = [2, 2]    # 作用するボンド [source, target] の取りうる状態数の対 
bonds = """     # 作用するボンドの集合（1行1ボンド） 
0 1 0           # 1列目: ユニットセル内の source の番号 
1 1 0           # 2列目: source からみた target の x 座標（変位） 
2 1 0           # 3列目: source からみた target の y 座標（変位） 
3 1 0 
0 0 1 
1 0 1 
2 0 1 
3 0 1 
"""

standard mode: ボンドハミルトニアン

0 1

2 3

x

y右のユニットセルの時 
0 1 0 は 0 番と右隣(1) (x+=1, y+=0) 
1 0 1 は 1 番と上隣(3) (x+=0, y+=1) 
1 1 0 は 1 番と右隣（右のセルの0）

ボンドハミルトニアンの作用するボンドの定義
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standard mode: ボンドハミルトニアン

0 0 0 0  0.25 0.0 は h00 |Hb | 00i = 0.25

<latexit sha1_base64="zBx6qhdsqf9y5XcxepS6S55F/QA="></latexit>

h10 |Hb | 01i = 0.5

<latexit sha1_base64="GflPZFe/9eyWKY/NLLr8MqnB2F4="></latexit>

0 1 1 0  0.5 0.0 は

ボンドハミルトニアン演算子の行列要素の定義 elements = """ 
0 0 0 0  0.25 0.0 
1 0 1 0 -0.25 0.0 
0 1 1 0  0.5  0.0 
1 0 0 1  0.5  0.0 
0 1 0 1 -0.25 0.0 
1 1 1 1  0.25 0.0 
"""

1列目：作用前の source site の状態
2列目：作用前の target site の状態
3列目：作用後の source site の状態
4列目：作用後の target site の状態
5列目：要素の実部
6列目：要素の虚部

例
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[[hamiltonian]] 
dim = 2      # 作用するサイトの取りうる状態数 
sites = []   # 作用するサイトのリスト（空リストは全サイト） 

elements = """  # ハミルトニアンの（非ゼロな）行列要素 (1行1要素) 
0 0 -0.5 0.0    # 1,2 列目: 作用する前後の状態 
1 1  0.5 0.0    # 3,4 列目: 行列要素 
"""

standard mode: サイトハミルトニアン
std.toml でのサイトハミルトニアンの定義

−Sz
i

行列要素の定義方法はボンドハミルトニアンの1サイト版
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[observable] 
[[observable.onesite]] # 1サイト演算子 
name = "Sz"     # 名前 
group = 1       # 1サイト演算子の識別番号 
sites = []      # 1サイト演算子が作用するテンソルの番号 ([] はすべてを意味する) 
dim = 2         # 1サイト演算子の次元 
elements = """  # 1サイト演算子行列の非ゼロ要素（1行1要素） 
0 0 0.5 0.0 
1 1 -0.5 0.0 
""" 

standard mode: 演算子
最終的に期待値を計算する演算子の定義
現在は1サイト演算子と 2サイト演算子を計算可能

エネルギー演算子 = ボンドハミルトニアンも改めて指定する必要がある 
（tenes_std が0 番の演算子として自動でコピーしてくれる）

Sz =

✓
0.5 0.0
0.0 �0.5

◆

<latexit sha1_base64="xJTLpLxyz47sZU38tLr9ADFU89I="></latexit>
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[[observable.twosite]] 
name = "SzSz"   # 名前 
group = 1       # 2サイト演算子の識別番号 (1サイトとは独立) 
dim = [2, 2]    # 次元 
bonds = """     # 作用するボンド (サイト対) 
0 1 0           # ボンドハミルトニアンと同様の書式 
1 1 0 
2 1 0 
3 1 0 
0 0 1 
1 0 1 
2 0 1 
3 0 1 
""" 
ops = [1, 1]    # 1サイト演算子の直積で書ける場合、その識別番号 
                # 今回は "Sz" が1 番の1サイト演算子 
                # elements として行列要素を陽に書くことも可能  
                # （ボンドハミルトニアンと同様の書式）

standard mode: 演算子
最終的に期待値を計算する演算子の定義
現在は1サイト演算子と 2サイト演算子を計算可能

エネルギー演算子 = ボンドハミルトニアンも改めて指定する必要がある 
（tenes_std が0 番の演算子として自動でコピーしてくれる）

Sz
i S

z
j

<latexit sha1_base64="yN0fK3dTSi0WN4Fy+8QxSiKKOAQ="></latexit>



standard mode: まとめ
• tenes_std の入力ファイル (std.toml) を編集すると格子・模型を自作可能 

• ユニットセル（正方格子上に並ぶバルクテンソル） 

• ハミルトニアン（サイト・ボンド） 

• ボンドハミルトニアンのつながりで具体的な格子が定義される 

• まずは tenes_simple の出力をいじるのがよい 

• 磁場項などの一体項はサイトハミルトニアンではなくボンドハミルトニアン
に吸収されて出力される 

• --use-site-hamiltonian オプションをつけるとサイトハミルトニア
ンとして出力される
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